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Es gelte e—>v, z.z. ellv

Beweistechnik: Induktion iiber die Linge der Berechnung e—=»>v? (d.h. iiber die Anzahl

der small steps)

Induktionsanfang: e>"v. Dann ist e=v, also gilt ellv wegen (VAL)
Induktionsschritt: e+sv. Fallunterscheidung iiber die Form von e

1. Fall:

2. Fall:

e =rec id e;. Dann ist e=>v von der Form
e=rec id ;2> (UNFOLD) e, [rec id e;/id]->v. Nach Induktionsannahme gilt dann
ei[rec id e,/id]Jv. Mit big step Regel (UNFOLD) folgt dann: rec id ;v

le

e = if ey then e, else e,. Die Bedingung e—>v muss von der Form sein:
if eg then e; else eo—=> if true the e; else e, 2 e;—=> v oder von der Form:

mit (COND-TRUE) aus ey>true | | (COND-TRUE)

if eg then e; else e,—> if false the e; else e, 2 e,—> v sein.

mit (COND-FALSE) aus ey,>false | | (COND-FALSE)

3. Fall:

(Andere Moglichkeiten, z.B. ep—>1, kommen nicht in Frage, denn dann wiirde die
Berechnung von e stecken bleiben.)
Die Berechnung ey—=>true (bzw. ep—=>false) und e;—=>v (bzw. e,—>v) sind kiirzer als
e—>v (weil zwischen beiden der (COND-TRUE)- bzw. (COND-FALSE)-Schritt
liegt). Also ist auf sie jeweils die Induktionsannahme anwendbar und es folgt
eoUtrue und e 1UV bzw. eOUfalse und 62UV. Also folgt if ey then e; else egUV mit big
step Regel (COND-TRUE) bzw. (COND-FALSE).
e=e;e, Die Berechnung e;e; +» v ist von der Form eje; = vie; = vivy => v.
mit (APP-LEFT) aus eli>v| | mit | (APP-RIGHT) aus ezi>vz
Fiir v,v,-+>v gibt es folgende Moglichkeiten:
(a) vyvpist von der Form op n also auch v = op n, indes folgt V1V2UV wegen (VAL)
(b) vyvyist von der Form (op n;) ny. Dann gilt V1V290pl(n1, np) = v, also gilt mit
big step Regel (OP) auch op n;n; U opI(nl, ny).
| vivy v
(¢) vyvaist von der Form (Aid. e’) v,. Dann gilt viv,=> (BETA-V) e’[vy/id]-*>v.
Die Berechnung e’[v,/id]—=>v ist kiirzer als e=>v, also gilt nach
Induktionsannahme e’[v,/id] Uv. Dann folgt auch mit big step Regel (BETA-V)

(Md.e’) valv.

| vivy
Andere Fille als (a), (b), (c) kommen nicht in Frage, denn wegen v;v,—>v kann nur
gelten: Entweder v;v; ist schon ein Wert (Fall (a)), oder es muss einen ersten small
step vivo—=>¢’’ geben und dafiir kommen nur (BETA-V) oder (OP) in Frage (Fille
(b), (c)). Also haben wir (in allen Fillen) vivallv bewiesen. Wenn wir jetzt noch die
Induktionsannahme auf e;—>v; und e,—>v, anwenden konnen, so folgt elle und
ervz, also ergibt sich mit big step Regel (APP): elegUV.

Problem: Die Berechnungsfolgen e;—>v; bzw. e,—>v; sind nicht unbedingt kiirzer als

Fazit:

e—>v, z.B. wenn e;=op und e,—>n, dann sieht die gesamte Folge so aus:
op > (APP-LEFT) op e, <> (APP-RIGHT) op n>’ op n

Induktion iiber die Linge von e—>v klappt nicht.



Gesucht:  Anderes ,,Mal}* fiir die Induktion. Induktion iiber die Grof3e von e? Scheitert bei
rekursiven Ausdriicken (1. Fall des Beweises), da der aufgefaltete Ausdruck viel
groBer als e sein kann.

Idee: Da in den meisten Fillen die Linge der Berechnung abnimmt, und in dem einen
Ausnahmefall die Grofle des Ausdrucks, versucht man beides zu kombinieren.

Induktion iiber die Summe der beiden GroBlen? (Lidnge von e—=>v) + (Grofle von e).
Geht nicht, weil e ,,unkontrolliert” groBer werden kann (z.B. beim Auffalten).

Losung: Induktion tiber X (Natiirliche Zahlen) mit der iiblichen Ordnung. Funktioniert
nicht = Man definiert eine neue Ordnung auf X2, d.h. auf Paaren (m, n).

Definition: Die lexikographische Ordnung auf X2 ist definiert durch:
(my, np) <pex (M, N2) Sger. M<my oder (m;=m, und n;<ny) (vgl. Ordnung in
einem Lexikon)
Unser Beweis gelingt, wenn wir Induktion iiber(Linge von e-+»,
GroBle von e)e R bzgl. Der lexikographischen Ordnung auf X2 wihlen, denn
dieses ,,Maf3* nimmt in allen Fillen ab.

Gilt fiir <jex das ,,libliche* Induktionsprinzip?

Antwort:  Ja! Denn < ist eine Noethersche Ordnung.

Definition: Sei A eine Menge, < eine zweiteilig Relation auf A
(a) (A, <) heilt (irreflexible) partielle Ordnung, wenn < irreflexibel und transitiv
ist, d.h.
- es existiert kein a € A mit a < a (irreflexibel)
-fa.a,b,ce Agilta<bundb<c—>a<c
(b) Eine irreflexible partielle Ordnung heilit noetersch, wenn es keine unendlich
absteigende Folgen gibt, ap >a; >a ...

Bsp.: (X, <) Noethersch
(Z, c¢) nicht Noethersch
(X2, <) Noethersch



